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Liber Abaci

En 1202, el matematico italiano Fibonacci
plante6 un problema matematico de
conejos.
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Liber Abaci

En 1202, el matematico italiano Fibonacci
plante6 un problema matematico de
conejos.

En su libro Liber Abaci (El libro de los
calculos) se pregunté cuantos conejos se
producirian en circunstancias perfectas. es
decir, donde no hay depredadores.
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El problema
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El problema

Fibonacci planteo el problema tedrico de la iy R -l
siguiente manera: "4~ [
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El problema

Fibonacci planteé el problema teérico de la - =iy e i [--f |
siguiente manera:

Imagine que tiene un par de conejos, un
macho y una hembra en un campo.

¢ Cuantos conejos produciran después de
un ano?
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El problema

Fibonacci planteé el problema tedrico de la e il gy - '_"..""...".,.. Ry i
siguiente manera: L ST

Imagine que tiene un par de conejos, un
macho y una hembra en un campo.

¢ Cuantos conejos produciran después de
un ano?

Fibonacci hizo las siguientes suposiciones:
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El problema

Fibonacci planteé el problema tedrico de la
siguiente manera:

Imagine que tiene un par de conejos, un
macho y una hembra en un campo.

¢ Cuantos conejos produciran después de
un ano?

Fibonacci hizo las siguientes suposiciones:

1. Los conejos no mueren ni son
comidos por los depredadores
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El problema

Fibonacci planteé el problema tedrico de la
siguiente manera:

=

Imagine que tiene un par de conejos, un ¥
macho y una hembra en un campo. -
¢ Cuantos conejos produciran después de e
un ano? s
-
I

Fibonacci hizo las siguientes suposiciones:

1. Los conejos no mueren ni son
comidos por los depredadores
2. Cada hembra se reproduce todos los

meses, a partir del segundo mes que
esta viva.
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El problema

Fibonacci planteé el problema tedrico de la
siguiente manera:

Imagine que tiene un par de conejos, un
macho y una hembra en un campo.

¢ Cuantos conejos produciran después de
un ano?

Fibonacci hizo las siguientes suposiciones:

1. Los conejos no mueren ni son
comidos por los depredadores

2. Cada hembra se reproduce todos los
meses, a partir del segundo mes que
esta viva.

3. Cada vez que la hembra se
reproduce, da a luz un par de conejos

un macho y una hembra).
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Solucion
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Solucién

Mes
Enero

Conejos
1
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Solucién

Mes Conejos

Enero 1
Febrero 1
Marzo 2
Abril 3
Mayo 5
Junio 8

Julio 13
Agosto 21

Septiembre 34




Solucién
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Solucién
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Enero
Febrero 1
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Abril 3
Mayo 5
Junio 8
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Diciembre 144




Solucién

Mes | Conejos |
Enero
Febrero 1
Marzo 2
Abril 3
Mayo 5
Junio 8
Julio 13
Agosto 21
Septiembre 34
Octubre 55
Noviembre 89
Diciembre 144




Solucién

Mes | Conejos |
Enero
Febrero 1
Marzo 2 En general, se puede conseguir la
Abril 3 ecuacion de recurrencia lineal
Mayo 5
Junio 8 fn - fn71 + fn—2
AJg‘:)"S‘iO ;? dado que f, = 0y f; = 1, la formula se
EETTETRE 34 cumple paratodo n > 2
Octubre 55
Noviembre 89
Diciembre 144
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¢ Cudl es el valor de f30?




Pregunta

¢ Cudl es el valor de f30?

e Para encontrar f39, debemos conocer
cudles son los valores de fog Y fog,
pero para encontrar estos debemos
conocer ademas fy7, g, . . ., f1.
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Pregunta

e Para encontrar f39, debemos conocer
cudles son los valores de fog Y fog,
pero para encontrar estos debemos
conocer ademas fy7, g, . . ., f1.

e Otra forma es. encontrar una férmula
cerrada para f», esto por medio de la
solucién a una ecuacion de
recurrencia lineal.

¢ Cudl es el valor de f30?
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Solucién encontrando cada valor

f =
fr =1

f=1

h=h+fH=2
fo=FfH+H=3
fs=f+f=5
fo=1f+1f =28
f="1fg+1f=13

fg=FfH+f=21
fo="1f+f=234

fio =1y + g =55
fi1 = fio +fo = 89
fio = fi1 + fo =144
fiz3 = f2 + f11 = 233
fia = fi3 + f1o = 377
fis = f14 + f13 = 610

fie = f15 + f14 = 987

fi7 = fig + fis = 1597
fig = fi7 + fig = 2584
fig = fig + f17 = 4181
fo = f19 + f1g = 6765
for = fag + fig — 10946
foo = fo1 + f1o = 17711
fog = fop + foy = 28657
fo4 = foz + fro = 46368
fo5 = fog + o3 = 75025
fog = fog + fog = 121393
fo7 = fog + fog = 196418
fog = fo7 + fog = 317811
fog = fog + fo7 = 514229
fro = fag + fog — 832040




Ecuaciones de Recurrencia

Una relacién de recurrencia lineal es una
ecuacion que define el n enésimo término
en una secuencia en términos de los k
términos anteriores en la secuencia. La
relacion de recurrencia tiene la forma:

Xn = C1Xp—1 + C2Xp—2 + -+ + CkXp—k

donde cada c¢; es un coeficiente constante.
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Ecuaciones de Recurrencia

Una relacién de recurrencia lineal es una
ecuacion que define el n enésimo término
en una secuencia en términos de los k
términos anteriores en la secuencia. La
relacion de recurrencia tiene la forma:

Xn = C1Xp—1 + C2Xp—2 + -+ + CkXp—k

donde cada c¢; es un coeficiente constante.

e Consideramos la solucién de la forma
Xp = ar”
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Ecuaciones de Recurrencia

e Consideramos la solucién de la forma
Xp = ar”

e Reemplazamos en la ecuacion,
simplificamos e igualamos a cero

Una rgllamon de rgcurrenaa]meal es una ar" =ciar" ' + ccar" 2+ - + cear" K
ecuacion que define el n enésimo término « K1 P
en una secuencia en términos de los k rF=or +Cr =+ -+

términos anteriores en la secuencia. La « 1 P
relacion de recurrencia tiene la forma: rr—=cr —Crtf——ck=0
Xn = C1Xp—1 + C2Xp—2 + -+ + CkXp—k

donde cada c¢; es un coeficiente constante.




Ecuaciones de Recurrencia

e Consideramos la solucién de la forma
Xp = ar”

e Reemplazamos en la ecuacion,
simplificamos e igualamos a cero

Una relacion de recurrencia lineal es una ar" =ciar" ' + ccar" 2+ - + cear" K
ecuacion que define el n enésimo término X 1 P
en una secuencia en términos de los k rF=or +Cr =+ -+
términos anteriores en la secuencia. La X 1 kD
relacién de recurrencia tiene la forma: rf—or™ —cr®—--.—c =0
e Este se le llama polinomio
Xn = C1Xp—1 + C2Xp—2 + - + CxXn_k caracteristico

donde cada c¢; es un coeficiente constante.




Ecuaciones de Recurrencia

e Consideramos la solucién de la forma
Xxp = ar”

e Reemplazamos en la ecuacion,
simplificamos e igualamos a cero

Una rgllacién de rgcurrencia]ir]eal es una ar" =ciar" ' + ccar" 2+ - + cear" K
ecuacion que define el n enésimo término « K1 P
en una secuencia en términos de los k rF=or +Cr =+ -+

términos anteriores en la secuencia. La

9 o k k—1 k—2 _
relacion de recurrencia tiene la forma: rr—cr — Car —=c=0
e Este se le llama polinomio
Xn = C1Xn—1 + CoXn—2 + -~ + CkXn—k caracteristico
donde cada c¢; es un coeficiente constante. e Encuentre las raices ry, 1, ..., r del

polinomio caracteristico




Ecuaciones de Recurrencia

Una relacién de recurrencia lineal es una
ecuacion que define el n enésimo término
en una secuencia en términos de los k
términos anteriores en la secuencia. La
relacion de recurrencia tiene la forma:

Xn = C1Xp—1 + C2Xp—2 + -+ + CkXp—k

donde cada c¢; es un coeficiente constante.

e Consideramos la solucién de la forma
Xxp = ar”

e Reemplazamos en la ecuacion,
simplificamos e igualamos a cero

ar" =ciar" ' + ccar" 2+ - + cear" K

=t erf 2 4 4

rf—ork=1 —cork=2 — ... — g =0
e Este se le llama polinomio
caracteristico

e Encuentre las raices rq, o, . . ., 1y del
polinomio caracteristico

e Asila solucién es
Xn = aqr{ + asry + -+ agry




Ecuaciones de Recurrencia

Una relacién de recurrencia lineal es una
ecuacion que define el n enésimo término
en una secuencia en términos de los k
términos anteriores en la secuencia. La
relacion de recurrencia tiene la forma:

Xn = C1Xp—1 + C2Xp—2 + -+ + CkXp—k

donde cada c¢; es un coeficiente constante.

Consideramos la solucion de la forma
Xp = ar”

Reemplazamos en la ecuacion,
simplificamos e igualamos a cero

ar" =ciar" ' + ccar" 2+ - + cear" K
=t erf 2 4 4
rk—cirk=1 —cork=2 — ... — ¢, =0

Este se le llama polinomio
caracteristico

Encuentre las raices rq, 1o, . . ., 1, del
polinomio caracteristico

Asi la solucién es
Xn = aqr{ + asry + -+ agry

Con las condiciones iniciales se
encuentran los valores de a;

— i —




Solucién de la ecuacion de recurrencia de Fibonacci

La ecuacion es:
fn="1f_1+f_odadoquefy =0y fy =1




Solucién de la ecuacion de recurrencia de Fibonacci

La ecuacion es:
fn="1f_1+f_odadoquefy =0y fy =1

El polinomio caracteristico
rP—r—1=0




Solucién de la ecuacion de recurrencia de Fibonacci

La ecuacion es:
fn="1f_1+f_odadoquefy =0y fy =1

El polinomio caracteristico
rP—r—1=0

y las raices de este son:

,_1EVTH4  1+V5
B 2 T2




Solucién de la ecuacion de recurrencia de Fibonacci

La ecuacion es:
fn="1f_1+f_odadoquefy =0y fy =1
El polinomio caracteristico
rP—r—1=0
y las raices de este son:

r_1:|:\/1—|—4_1:|:\/5

2 2
Asi estas son:
1+v5 1-5
= rp =
2 2
e e —— e S




Solucién de la ecuacion de recurrencia de Fibonacci

La ecuacion es:
fo=1fh_1+f_odadoquefy =0y fi =1

El polinomio caracteristico
rP—r—1=0

y las raices de este son:

r_1:|:\/1—|—4_1:|:\/5

2 2
Asi estas son:
fo_11VE L _1-V5
1= 2=~
La solucion es N n
1++v5 1-+5
fn = ay > + a >




Solucién de la ecuacion de recurrencia de Fibonacci

La ecuacion es:
fn="1f_1+f_odadoquefy =0y fy =1




Solucién de la ecuacion de recurrencia de Fibonacci

La ecuacion es:
fo=1fh_1+f_odadoquefy =0y fi =1

Recordemos que fy = 0y asi
O=fh=a+a




Solucién de la ecuacion de recurrencia de Fibonacci

La ecuacion es:
fo=1fh_1+f_odadoquefy =0y fi =1

Recordemos que fy = 0y asi
O=fh=a+a

Ademéas que f; = 1y asi

1:f1 = a <1 +2\/g> + a (1 _2\/g>




Solucién de la ecuacion de recurrencia de Fibonacci

La ecuacion es:
fo=1fh_1+f_odadoquefy =0y fi =1

Recordemos que fy = 0y asi
O=fh=a+a

Ademéas que f; = 1y asi

1:f1 = a <1 +2\/g> + a (1 _2\/g>

Debemos solucionar el sistema

at+a=0

1+V5 1-v5\ _
a 2 )te\ 72 )~




Solucién de la ecuacion de recurrencia de Fibonacci

La ecuacion es:
fo=1fh_1+f_odadoquefy =0y fi =1
Recordemos que fy = 0y asi

O=fh=a+a
Ademéas que f; = 1y asi

1:f1 = a <1 +2\/g> + a (1 _2\/g>

Debemos solucionar el sistema

at+a=0

1+V5 1-V5
a 2 )te\ 72 )~

Al solucionarlo queda que

a = —

el
ik




Solucién de la ecuacion de recurrencia de Fibonacci

La ecuacion es:
fn="1f_1+fr_pdadoquefy =0y fi =1




Solucién de la ecuacion de recurrencia de Fibonacci

La ecuacion es:
fn="1f_1+fr_pdadoquefy =0y fi =1

Por tanto, la solucion es:

o1 (1+V5 "1 (1=vB)
"5 2 N 2




Problema |

Se proporcionan siete segmentos de linea, con longitudes no mayores a 10
centimetros y no menores a 1 centimetro. Muestre que uno puede elegir tres de ellos
para representar los lados de un triangulo.




Problema |

Se proporcionan siete segmentos de linea, con longitudes no mayores a 10
centimetros y no menores a 1 centimetro. Muestre que uno puede elegir tres de ellos
para representar los lados de un triangulo.

Solucion:




Problema |

Se proporcionan siete segmentos de linea, con longitudes no mayores a 10
centimetros y no menores a 1 centimetro. Muestre que uno puede elegir tres de ellos
para representar los lados de un triangulo.

Solucion:
e Pensemos en la desigualdad triangular, si a, by ¢ son segmentos de linea,
entonces
a+b>c
atc>b
b+c>a
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Solucion:
e Pensemos en la desigualdad triangular, si a, by ¢ son segmentos de linea,
entonces
a+b>c
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e Considerando las longitudes de los segmentos /1, b, I3, ls, |5, I, I
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Problema |

Se proporcionan siete segmentos de linea, con longitudes no mayores a 10
centimetros y no menores a 1 centimetro. Muestre que uno puede elegir tres de ellos
para representar los lados de un triangulo.

Solucion:
e Pensemos en la desigualdad triangular, si a, by ¢ son segmentos de linea,
entonces
a+b>c
atc>b
b+c>a

e Considerando las longitudes de los segmentos /1, b, I3, ls, |5, I, I
e Notemosqueh > > 1
e h>h+hbh>2




Problema |

Se proporcionan siete segmentos de linea, con longitudes no mayores a 10
centimetros y no menores a 1 centimetro. Muestre que uno puede elegir tres de ellos
para representar los lados de un triangulo.

Solucion:
e Pensemos en la desigualdad triangular, si a, by ¢ son segmentos de linea,
entonces
a+b>c
atc>b
b+c>a

e Considerando las longitudes de los segmentos /1, b, I3, ls, |5, I, I
Notemos que b > /; > 1

e h>h+hbh>2

e 4y >3,I5>51>8,F>13




Problema |

Se proporcionan siete segmentos de linea, con longitudes no mayores a 10
centimetros y no menores a 1 centimetro. Muestre que uno puede elegir tres de ellos
para representar los lados de un triangulo.

Solucion:
e Pensemos en la desigualdad triangular, si a, by ¢ son segmentos de linea,
entonces
a+b>c
atc>b
b+c>a

e Considerando las longitudes de los segmentos /1, b, I3, ls, |5, I, I
e Notemosqueh > > 1

e h>h+hbh>2

e 4y >3,I5>51>8,F>13

e Pero I; < 10, lo que hace que se forme el triangulo.




La Razon Dorada

Si podemos dividir un segmento en dos
segmentos
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La Razon Dorada

Si podemos dividir un segmento en dos
segmentos

tal que

at+b a

a b

Decimos que ellos estan en proporcién
aurea




La Razon Dorada

Simplificando la expresién conseguimos

a b
Si podemos dividir un segmento en dos
segmentos

tal que

at+b a

a b

Decimos que ellos estan en proporcién
aurea




La Razon Dorada

Simplificando la expresién conseguimos

a b

Si podemos dividir un segmento en dos si tomamos a ¢ = a
segmentos b

a b
tal que

atb _a

a b

Decimos que ellos estan en proporcién
aurea




La Razon Dorada

Si podemos dividir un segmento en dos
segmentos

tal que

at+b a

a b

Decimos que ellos estan en proporcién
aurea

Simplificando la expresién conseguimos
b a

14+ = =—

+ a b

. a
sitomamos a ¢ = 5 LLegamos a que

T+¢7 =0




La Razon Dorada

Si podemos dividir un segmento en dos
segmentos

tal que

at+b a

a b

Decimos que ellos estan en proporcién
aurea

Simplificando la expresién conseguimos

a b

. a
sitomamos a ¢ = 5 LLegamos a que

T+¢7 =0

que es
$+1=0¢




La Razon Dorada

Si podemos dividir un segmento en dos
segmentos

tal que
at+b a

a b

Decimos que ellos estan en proporcién
aurea

Simplificando la expresién conseguimos
b a

14+ = =—

+ a b

. a
sitomamos a ¢ = 5 LLegamos a que

T+¢7 =0
que es

P+1=¢
asfi

#—¢-1=0




La Razon Dorada

Si podemos dividir un segmento en dos
segmentos

Simplificando la expresién conseguimos

a b

. a
sitomamos a ¢ = 5 LLegamos a que

a b 1+ ¢_1 = (;S
tal que que es 5

atb_a p+1=4¢

a b asf
Decimos que ellos estan en proporcién P®—¢-1=0
aurea La solucién positiva es:
¢ = ! +2\@ ~ 1.61803398874989. ..
e e e —— =




Fibonacci y la razon Aurea

Si el n-ésimo nimero de fibonacci lo
dividimos por su predecesor obtenemos:




Fibonacci y la razon Aurea

Si el n-ésimo numero de fibonacci lo

dividimos por su predecesor obtenemos:

fn

f, fr_

n n—1 fn—1

1 1 1

2 1 2

3 2 15

5 3 1.66666666666
8 5 1.6
13 8 1.625
21 13 1.615384
34 21 1.619047
55 34 1,617647
89 55 1.6181818




Fibonacci y la razon Aurea

Si el n-ésimo nimero de fibonacci lo
dividimos por su predecesor obtenemos:

fn

f, fr_

n n—1 fn—1

1 1 1

2 1 2 Lo que graficamente vemos como:
3 2 1.5

5 3 1.66666666666
8 5 1.6

13 8 1.625
21 13 1.615384
34 21 1.619047
55 34 1,617647
89 55 1.6181818




Fibonacci y la razon Aurea

) ) ) ) Lo que graficamente vemos como:
Si el n-ésimo numero de fibonacci lo

dividimos por su predecesor obtenemos:

fn

f; fo_ 20{ e

n n—1 fn—1

1 1 1 18

2 1 2 16 ..Ooooooooooooooooooooo
3 2 15 .

5 3 1.66666666666 14

8 5 1.6

13 8 1.625 12
21 | 13 1.615384 wle
34 | 21 1.619047 : e
55 34 1,617647
89 55 1.6181818




Fibonacci y la razon Aurea

Si el n-ésimo nimero de fibonacci lo

dividimos por su predecesor obtenemos:

fn

fi fr—

n n—1 fn—1

1 1 1

2 1 2

3 2 1.5

5 3 1.66666666666
8 5 1.6
13 8 1.625
21 13 1.615384
34 21 1.619047
55 34 1,617647
89 55 1.6181818

Lo que graficamente vemos como:

18

16

14

12

10




Fibonacci y la razon Aurea

Si el n-ésimo nimero de fibonacci lo

dividimos por su predecesor obtenemos:

fn

fi fr—

n n—1 fn—1

1 1 1

2 1 2

3 2 1.5

5 3 1.66666666666
8 5 1.6
13 8 1.625
21 13 1.615384
34 21 1.619047
55 34 1,617647
89 55 1.6181818

Lo que graficamente vemos como:

18

16

14

12

10




Problema I

En la siguiente figura, ¢cuantos caminos hay para llegar de A hasta B, si solo nos
podemos mover hacia la derecha y hacia arriba

B




Solucién
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Solucién
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Solucién

AADADDDDDADDDDA




Solucién

AADADDDDDADDDDA

Note que en todos el nimero de movimientos a la derecha es 10 y hacia arriba son 5,
y podemos elegir como escoger los que van hacia arriba o los que van hacia la
derecha




Solucién

AADADDDDDADDDDA

Note que en todos el nimero de movimientos a la derecha es 10 y hacia arriba son 5,
y podemos elegir como escoger los que van hacia arriba o los que van hacia la
derecha Esto se cuenta
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Triangulo de Pascal
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Triangulo de Pascal
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56 70 56 28 8
36 84 126 126 84 36 9
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Problema Ill

En la siguiente figura, ¢cuantos caminos hay para llegar de A hasta B, si solo nos
podemos mover hacia la derecha y hacia arriba
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Problema Ill
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Problema Ill
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Problema Ill
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