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“El corazon de las matemdticas son sus propios
problemas”, Paul Halmos
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Problemas de Olimpiadas Matematicas

Ejemplo

Suponga el lado del cuadrado grande mide 10 cm. Si se
unen los puntos medios de los lados con los vértices, como
se muestra en la figura, jcudl es el darea del cuadrado
central?

10 cm
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Fases Generales

§ Entender el Problema.
§ Trazar un Plan.
¢ Ejecutar el Plan.

§ Mirar hacia atras.

How to Solve it? Polya
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Reglas Generales

§ No hay sustituto para la préctica.
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Reglas Generales

§ No hay sustituto para la préctica.
§ Preparacion
o Lemas.

o Teoremas.
o Técnicas.
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Reglas Generales

§ No hay sustituto para la préctica.
§ Preparacion
o Lemas.

o Teoremas.
o Técnicas.

§ Un buen solucionador de problemas no se queda sin
ideas.
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Problema 2

SMO 2014

Hallar todas las parejas (x,y) de enteros tales que:

(2* —y*)* =1+ 16y
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lAdivinando un Numero!

1925|3223
9 131|115
41| 3 | 27|15
29 | 17 11|21
7 1393713
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lAdivinando un Numero!

1063 3 |14
18| 7 |45 2
2714219 6
23130 | 15| 26
22140 | 31 | 11
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lAdivinando un Numero!

28 |30 | 37 | 31
4115 |12 |23
13120 35| 4
21| 7 |14 |22
1529 |32 | 6
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lAdivinando un Numero!

30| 37|13 | 28
12 {25] 9 | 36
40 | 10 | 27 | 15
29 124 | 11| 31
8 | 144126
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lAdivinando un Numero!

35126 |21 |42
19 | 25| 28 | 18
2213123 |16
29124 | 20| 30
1738|2739
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Problema 3

OMPR 2015

Se escribe una sucesion de ntimeros naturales con la
siguiente regla: se eligen los dos primeros nimeros y a partir
de entonces, para escribir un niimero nuevo, se calcula la
suma de los ultimos dos nimeros escritos, se halla el mayor
divisor impar de esta suma y la suma de este mayor divisor
impar mas uno es el siguiente niimero escrito. Los primeros
nimeros son 25 y 126 (en ese orden), y la sucesion tiene
2015 numeros. Hallar el 1ltimo nimero escrito.
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Solucién Problema 3

OMPR 2015

¢ Lista: 25, 126

25+ 126 = 151
Divisores de 151: 1,151
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Solucién Problema 3

OMPR 2015

¢ Lista: 25, 126

25+ 126 = 151

Divisores de 151: 1,151
§ Lista: 25, 126, 152
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Solucién Problema 3

OMPR 2015

¢ Lista: 25, 126

25+ 126 = 151

Divisores de 151: 1,151
§ Lista: 25, 126, 152

126 4 152 = 278
Divisores de 278: 1,2,139
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Solucién Problema 3

OMPR 2015

¢ Lista: 25, 126

25+ 126 = 151

Divisores de 151: 1,151
§ Lista: 25, 126, 152

126 4 152 = 278

Divisores de 278: 1,2,139
§ Lista: 25, 126, 152, 140
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Solucién Problema 3

OMPR 2015

25 126 152 140 74 108 92 26
60 44 14 30 12 22 18
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Solucién Problema 3

OMPR 2015

25 126 152 140 74 108 92 26
60 44 14 30 12 22 18 6
4 6 6 4 6 6 4
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Solucién Problema 3

OMPR 2015

25 126 152 140 74 108 92 26
60 44 14 30 12 22 18 6
4 6 6 4 6 6 4

2015 — 15 = 2000
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Solucién Problema 3

OMPR 2015

25 126 152 140 74 108 92 26
60 44 14 30 12 22 18 6
4 6 6 4 6 6 4

2015 — 15 = 2000

2000 = 3 - 666 + 2

XIII Coloquio Regional de Matemaéticas Luis F. Céceres, Ph.D.



Solucién Problema 3

OMPR 2015

25 126 152 140 74 108 92 26
60 44 14 30 12 22 18 6
4 6 6 4 6 6 4

2015 — 15 = 2000
2000 = 3 - 666 + 2

Respuesta: 4
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Problema 4

IMO 1964

Encontrar todos los enteros positivos n tales que 2" — 1 es
divisible entre 7.
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Solucion Problema 4

IMO 1964

n|lon_1 Residuo al
dividir por 7
1 1 1
2 3 3
3 7 0
4 15 1
5 31 3
6 36 0
7| 127 1
8 | 255 3
9 | 511 0
10 | 1023 1
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Conjetura:
Multiplos de 3
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Solucion Problema 4

IMO 1964

n|lon_1 Residuo al
dividir por 7
1 1 1
2 3 3
3 7 0
4 15 1
5 31 3
6 36 0
7| 127 1
8 | 255 3
9 | 511 0
10 | 1023 1
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Conjetura:
Multiplos de 3

Prueba por induccion.

Luis F. Céaceres, Ph.D.



Problema 5
SMO 2010

Sean a, y b,, n =1,2,3,... dos sucesiones de enteros
definidas por a; = 1, by = 0 y para n > 1 tenemos

Qpy1 = Tay + 120, + 6 y bpt1 = 4a, + 7b, + 3

Probar que a? es la diferencia de dos cubos.
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Solucion Problema 5

SMO 2010

CL1:1 blzo
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Solucion Problema 5

SMO 2010

CL1:1 blzo

a2:13 b2:7
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Solucion Problema 5

SMO 2010

CL1:1 blzo
a2:13 b2:7
(13:181 b3:104
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Solucion Problema 5

SMO 2010

CL1:1 blzo
a2:13 b2:7
(13:181 b3:104

al = (b,+1)> -0}
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Problema 6

Centro 2007

Dados dos ntimeros enteros no negativos m,n, con m > n,
se dird que m termina en n si es posible borrar algunos
digitos de izquierda a derecha de m para obtener n. Por
ejemplo, 329 termina en 9 y en 29, inicamente. Determine
cuantos nimeros de tres digitos terminan en el producto de
sus digitos.
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Solucién Problema 6

Centro 2007

100 Producto 0 VvV 113 Producto 3 Vv
101 Producto 0 No 114 Producto 4 V
102 Producto 0 No 115 Producto 5 V
103 Producto 0 No 116 Producto 6 V
104 Producto 0 No 117 Producto 7 V
105 Producto 0 No 118 Producto 8 V
106 Producto 0 No 119 Producto 9 Vv
107 Producto 0 No 120 Producto 0
108 Producto 0 No 121 Producto 2 No
109 Producto 0 No
110 Producto 0 V
111 Producto 1
112 Producto 2 V
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Problema 7

Kiirschak 1974

Probar que si todo elemento, comenzando desde el segundo,
en una sucesion infinita de nimeros naturales es igual a la
media armoénica de sus vecinos, entonces todos los
elementos de la sucesion son iguales.
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Modificacion al Problema 7

Kiirschdk 1968

Si {a,} es una sucesién de nimeros naturales tal que {ai}
n

es una sucesion aritmética, entonces todos los a,, son
iguales.
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Problema &

USA 1968

Probar que si a, b, c son nimeros reales positivos, entonces:

a®b’c® > (abc) e
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Solucion Problema 8
USA 1968

Se puede demostrar facilmente que esta desigualdad es
equivalente a:

CROMGES

Por la simetria es suficiente probar que:

a—=b

ONS
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Problema 9

China 1988

Sialzl,a2:2y
Opy1 — 30y si Qpt10y €S par
Anto =

Gpi1 — Ay si Qpi1Gy, €S Impar

Probar que para todo nimero natural n, a,, # 0
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Solucién Problema 9

China 1988

Calculando los primeros términos se observa el patrén:

ap a3 ag Qy as

- . . Sia; =1,a2 =2y
mpar par mpar | 1impar | par

ag ar as ay sy = {5a"+1 —3ap  siapipian es par

impar | impar | par | impar

ant1 — an si aptian es impar
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Solucién Problema 9

China 1988

Calculando los primeros términos se observa el patrén:

ap a3 ag Qy as

- . . Sia; =1,a2 =2y
mpar par mpar | 1impar | par

ag ar as ay sy = {5a"+1 —3ap  siapipian es par

impar | impar | par | impar

ant1 — an si aptian es impar

Sea m el primer valor tal que a,, =0
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Solucién Problema 9

China 1988

Calculando los primeros términos se observa el patrén:

ap a3 ag Qy as

- . . Sia; =1,a2 =2y
mpar par mpar | 1impar | par

ag ar as ay sy = {5a"+1 —3ap  siapipian es par

impar | impar | par | impar

ant1 — an si aptian es impar

Sea m el primer valor tal que a,, =0

A = Am—1 — Am—2

XIII Coloquio Regional de Matem Luis F. Céceres, Ph.D.



Solucién Problema 9

China 1988

Calculando los primeros términos se observa el patrén:

ap a3 ag Qy as

- . . Sia; =1,a2 =2y
mpar par mpar | 1impar | par

ag ar as ay sy = {5a"+1 —3ap  siapipian es par

impar | impar | par | impar

ant1 — an si aptian es impar

Sea m el primer valor tal que a,, =0

A = Am—1 — Am—2

= S5Qy—2 — 3am73 — -2
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Solucién Problema 9

China 1988

Calculando los primeros términos se observa el patrén:

ap a3 ag Qy as

- . . Sia; =1,a2 =2y
mpar par mpar | 1impar | par

ag ar as ay sy = {5a"+1 —3ap  siapipian es par

impar | impar | par | impar

ant1 — an si aptian es impar
Sea m el primer valor tal que a,, = 0.
A = Am—1 — Am—2

= S5Qy—2 — 3am73 — -2

= 40,2 — 30,3
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Solucién Problema 9

China 1988

Calculando los primeros términos se observa el patrén:

ap a3 ag Qy as

- . . Sia; =1,a2 =2y
mpar par mpar | 1impar | par

5an41 —3an siappiapn es par

ag ar as ag ant2 = {
impar | impar | par | impar

ant1 — an si aptian es impar
Sea m el primer valor tal que a,, = 0.
A = Am—1 — Am—2

= S5Qy—2 — 3am73 — -2

= 40,2 — 30,3

Esto prueba que a,,_3 es miltiplo de 4. Por lo tanto
también a,,_g, Am_o, - . ., as. Contradiccion.
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Problema 10

Se seleccionan seis puntos dentro del circulo unitario.
Probar que hay dos puntos que estan a una distancia de a
lo més 1.
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Solucion Problema 10
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Solucion Problema 10

iSi fueran 7 puntos seria facil!

XIII Coloquio Regional de Matemaéticas Luis F. Céceres, Ph.D.



Solucion Problema 10
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Solucion Problema 10
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Solucion Problema 10
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Solucion Problema 10

miny P,OP;,; < 60°
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Solucion Problema 10
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Hacer un Buen Dibujo

En Geometria
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Problema 11

Hacer un Dibujo

. Cuantas soluciones tiene la ecuacién 12 = a + b + ¢, donde
a,b y ¢ son enteros no negativos?
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Solucién Problema 11

Hacer un Dibujo

12=9+2+1
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Solucién Problema 11

Hacer un Dibujo

12=8+0+4
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Solucién Problema 11

Hacer un Dibujo

O000O0OOO0O OO0 O
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Solucién Problema 11

Hacer un Dibujo

O000O0OO0O0O OO0 O
9 2 1
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Solucién Problema 11

Hacer un Dibujo

Ol0/0]0]0]010IGIeN 10J6] 10
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Solucién Problema 11

Hacer un Dibujo

OO0O0O00O0O0O0O0 0080
9 2 1
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Solucién Problema 11

Hacer un Dibujo

OOOOO0O000O 0000
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Solucién Problema 11

Hacer un Dibujo

OOO0O00O000O 0000
8 0 4
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Solucién Problema 11

Hacer un Dibujo

0l0/0]0]0]0]ele] X 10I0Iele)
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Solucién Problema 11

Hacer un Dibujo

0l0/0]0]0]0)0le] X 10I0Iele)
8 0 4
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Solucién Problema 11

Hacer un Dibujo

OO0O0O0O0OOO0O OOO0O
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Solucién Problema 11

Hacer un Dibujo

O00OOOO0O0O0O0Oe00
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Solucién Problema 11

Hacer un Dibujo

000000000000
3 7 2
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Solucién Problema 11

Hacer un Dibujo

14!

2! - 12!
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Problema 12
Centro 2002

Dos jugadores A y B y otras 2001 personas forman un
circulo, de modo que A y B no quedan en posiciones
consecutivas. A y B juegan por turnos alternadamente
empezando por A. Una jugada consiste en tocar una de las
personas que se encuentra a su lado, la cual debe salir del
circulo. Gana el jugador que logre sacar del circulo a su
oponente. Demostrar que uno de los dos jugadores tiene
una estrategia ganadora y explicar dicha extrategia.
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Algunas Estrategias

Explorar simetria y paridad

e Hacer un buen dibujo

o Introducir notacién apropiada, elementos auxiliares
e Examinar casos especiales, casos extremos

e Modificar el problema a uno equivalente

e Explorar problemas analogos, mas simples, similares.
o Trabajar hacia atras

e Argumentar por contradiccién o contrareciproco

@ Descomponer y recombinar

o Generalizar

o Particularizar

°

o

Invarianza
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iBienvenidos a Mayagiiez, Puerto Rico!
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